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[摘要〕 本文总结了多重网格算法的基本物理背景
、

各部分应用准则以及 已取得 的丰硕应用成果
,

仔细探讨了影响经典多重网格算法并行效率的儿个瓶颈间题
,

以及最新理论框架下多重网格算法

所赋予的新的生命力和广阔应用前景
。

基于当前并行计算特点
,

展望了多重网格并行计算的几个有

意义的尝试方向
。

〔关镇词」 多重网格算法
,

迭代
,

频率分解
,

套迭代
,

粗网格校正
,

并行计算

1 引言

在大量工程与物理问题中
,

偏微分方程是最重要的数学模型
。

对这一类方程的求解
,

往

往采用有限差分
、

有限元或有限体积等离散方法将求解区域划分成 网格
,

然后求解所得网格

方程
。

由于受到舍入误差
、

计算机内存和计算复杂度的限制
,

直接求解网格方程几乎是不可

能的
,

实际中一般采用迭代法
。

早期的迭代方法
,

如 G ua ss
一

eS ide l
,

Jac o ib
,

I L u
,

A D I
,

与

直接法一样
,

存在一个缺陷
:

工作量与未知量个数不成正 比
。

而人们往往坚信这样一条金科

玉律 s[]
:

计算量应该与物理量个数成正 比
,

任何出现延迟的数值方法都不是最优的
。

多重网格算法正是满足以上规律的一种迭代方法
。

它兴起于最近 20 年
,

最初可追溯到

s o u t h w e l l [ 5 ]的两层网格松驰方法
,

然后 F e d o r e n k o 和 B a e h v a l o v 「5〕将其推广到多层
,

并指出潜

在的快速收敛性
,

但当时并没有引起人们的足够注意
。

进入 70 年代中期
,

A
.

Br an dt 闭和

w
.

H ac kb us hc ls[ 〕的工作才标 志着多重 网格算法研究 的全 面开 始
。

在其后 的十多年 内
,

E
.

aB
n k

,

F u e h s ,

H e m k e r ,

J
a m e s o n ,

M e C o r m i e k
,

S t u b e n ,

T r o t t e n b e r g
,

W
e s s l i n g 等学者

做了大量工作
,

将多重网格算法应用到各个领域
,

揭示基本原理
,

力争最优数值效率
。

相关

的 国 际 出 版 物
、

论 文 与 日俱 增
。

80 年 代 的成果
,

比 较 系统 地 总 结在 A
.

Br an d[
3 〕

,

W
·

H a e k b u s e h [` 8 ] ,

W
·

B r i g g s [ , j
,

S
·

M e C o r m i e k 〔 2 , 〕和 p
.

W
e s s l i n g 〔

3` 〕的专著中
,

那里包含了上

千篇文献
。

至此
,

多重 网格算法基本成熟
,

只是收敛性证明远远落后于实际计算的效果
,

尤

其对于 比较复杂的问题
。

经过近 20 年的发展
,

多重网格算法已经成为数值计算领域中一种加速迭代收敛的技术
,

一 门新 的学科
,

而不仅仅是一种单纯的算法
。

尤其进入 90 年代后
,

由于 0
.

w id lu dn 咖 〕
,

本工作获国家自然科学基金和 8 6 3
一

3 06 高科技计划资助
.

本文于 1 9 9 5 年 9 月 15 日收到
.
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J
.

r B
am bl ell 〕

,

J
.

X u[ 33
’

3们等人的努力
,

视所有迭代方法为子空间校正
,

将多重网格算法融入新

的理论框架中
,

使得以前棘手的收敛性证明在这里变得相对容易
,

并与区域分解算法融为一

体
,

二者仅子区域的划分不同
,

从而使得传统多重网格技术焕发出强大生命力和应用前景
,

尤

其在并行计算机上的应用
。

多重网格算法
,

无论串行和并行
,

都是当今数值计算领域最活跃

的分支之一
。

由于多重网格算法的数值高效性
,

人们从来没有停止过对它的并行化研究
。

从标量机到

向量机
,

从 SI M D 型机器到 M I M D 型机器
,

所有的并行计算研究机构都将其作为一个重要课

题
。

发现 了经典多重网格算法并行化过程中几个难以克服的瓶颈问题
,

并采取了相应措施
。

当

今并行计算朝大粒度 M P P 方向发展
,

如何提高多重网格算法的并行效率
,

仍是一个艰巨任

务
。

可喜的是
,

与区域分解技术的融合
,

为并行多重网格算法开辟了新的天地
。

本文注重于多重网格算法的应用效果
,

从浩如烟海的文献中总结了多重网格算法的基本

物理背景
、

各部分应用准则以及 已取得的应用成果
,

仔细探讨了多重网格算法并行计算的瓶

颈问题
。

针对当前流行的并行计算特点
,

提出了将来并行化手段的几种可行方案
。

2 基本原理与应用规则

多重网格算法的最初动力来源于对网格方程迭代求解时
,

误差的各个 F ou ir e r
分量的不

同衰减程度
。

认识到高频振荡误差是局部行为
,

来源于附近几个网格点之 间的相互祸合
,

与

边界或距离较远的网格点信息无关
;
而低频光滑误差是全局行为

,

主要来源于边界信息
。

传

统的点或块松弛都是局部性较强的方法
,

因此它们能迅速抹平局部性的高频振荡误差
,

但对

全局性的低频光滑误差却衰减缓慢
。

实际上
,

经过初始几次迭代后
,

误差将呈现光滑性
。

所

以
,

习惯上称能迅速抹平高频振荡误差
,

使误差趋于光滑的松驰方法为有效光滑方法
,

并用

松驰 因子 zj[ 来刻画它们的光滑效应
。

既然通过局部松驰后误差呈现光滑性
,

则此时误差主要来源于边界
。

可以设想二维 N x

N 网格上的点松驰方法
,

将边界信息传播到所有点至少需 O ( N )次迭代
,

因此收敛速度奇慢
。

不妨将网格方程的剩余部分 (残差 ) 限制到粗网格上进行
。

在粗网格上精确求解后
,

将所得

解延拓到细网格上
,

与原来近似解组合
,

形成网格方程的近似解
,

称这一过程为粗网格校正
。

在粗网格上
,

由于网格点少
,

边界信息能较快地传播到所有网格点
,

收敛速度将加快
。

同样

地
,

在粗网格上也存在高
、

低频误差
,

类似于细网格
,

进行几次局部松弛消除高频误差后
,

可

以将低频误差再转移到更高层网格
。

如此进行下去
,

直到最高层网格
,

那里未知量个数非常

少
,

直接精确求解的工作量可忽略不计
。

然后从高层到低层依次将所得解返回
、

组合
,

在最

细网格上最终形成一个近似解
,

这一递归性质称为套迭代技术
。

`

多重网格算法就是这样将问

题的求解分布在不同的层上
,

所有层相互协调地求解同一间题的
。

实际上
,

此时的粗网格校

正就是起到将边界信息迅速传播到所有网格点的作用
。

这一结构非常类似于树或金字塔形网

络
,

那里的高层节点主要负责在叶子节点间快速传递信息
。

细网格松弛
、

粗网格校正和套迭代技术是多重网格算法的三大支柱
。

细网格松弛负责消

除高频振荡误差
,

粗网格校正负责消除低频光滑误差
,

套迭代技术负责通过限制和延拓算子

连接所有层共同求解同一问题
。

可见多重网格算法的基本思想是
:

( 1) 一个间题能在不同规

模的网格上求解
; ( 2) 细网格仅仅只需负责消除高频误差

,

而粗网格负责消除低频误差
。
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当然
,

松弛方法
、

限制和延拓算子可能相互藕合高
、

低频误差
。

对应某个低频
,

存在一

个高频调和空间 al[ 〕
,

包含所有将会祸合的频率
,

它们在算法运行过程中相互影响
。

我们应该

仔细地选择多重网格算法的每个部分
,

尽量避免这种祸合带来的危害
。

多重网格算法除了具有数值高效性外
,

还有一个优点
,

即可以分解成几个相对独立的部

分
,

程序设计模块性好
,

结构清晰
,

可重用率高
。

下面
,

我们就从算法对物理间题离散格式
、

松弛方法
、

限制与延拓
、

网格粗化策略以及套迭代技术的需求
,

分别阐述应用多重网格算法

的基本准则
。

离散格式 离散格式必须是稳定的
。

格式的数值稳定性是一种局部行为
,

将导致解的局

部高频振荡
,

使得松弛方法在细网格上无法有效光滑误差
,

从而使多重网格算法的效率将很

低
,

甚至发散
。

而离散解光滑部分的稳定性一般仅仅依赖于微分方程本身的稳定性
,

与离散

格式关系不大
。

当然
,

物理问题本身的稳定性是一个基本前提
。

由于离散格式的稳定性是局部行为
,

因此可以用局部模方法闭来分析
。

要求离散格式能将

方程本身在一个或几个网格步长上的所有振荡较好地描述出来
,

以便于松弛方法有效地消除
。

但是
,

对给定的步长 h ,

只判断格式是否稳定是不够的
,

还应该给出一个尺度来刻画这种稳定

性的程度
。

h
一

椭圆性川就是一个很好的判别方法
。

具有 h 一

椭圆性的离散格式
,

都必定存在一种

有效的松弛方法
,

消除所有高频误差
。

对于椭圆型方程
,

符合 h
一

椭圆性的离散格式是存在的
。

而对于奇异扰动问题
、

非椭圆型

问题
,

可引入人工粘性来获得满足 h
一

椭圆性的离散格式
,

或者根据信息传播的方向定义强藕

合方向以及
: 一 h

一

椭圆性等等
〔 3] ,

只是松弛时采用相应措施
。

松弛方法 总原则是让残差从细网格限制到粗网格之前
,

充分光滑
。

光滑效应的度量采

用光滑因子 产
,

可通过局部模分析方法简单地获取
。

若在每层 网格上松弛
u
次

,

则可用 对 来

预测多重网格算法的近似最优收敛因子
。

松弛时要注意以下几点
:

( 1) 每层网格上松弛次数不宜过多 (一般 2一 3次 )
,

只需有效消除高频误差
,

因为松弛

到一定程度
,

低频误差将占主导地位
,

与高频误差相互祸合
,

无助于限制之前残差的光滑
。

( 2) 最好具有数值稳定性
,

避免迭代过程中的高频振荡
。

( 3 ) 点松弛方法仅光滑最强藕合方向的误差
,

对存在次祸合方向的间题
,

如各向异性问

题
、

奇异扰动问题
,

则必须采取块迭代方法
,

如线松弛
、

平面松弛
,

使位于同一块的所有未

知量被同时松弛或者使强祸合方向的未知量被同时松弛
。

(4 ) 光滑因子不宜过小
,

一般使得多重 网格算法的收敛因子在 0
.

1左右为最佳
。

红黑序

的 G u a s s 一 s ie d el 迭代是一个较好的选择
。

( 5) 光滑方法尽量追求 Rob us t 性
,

使多重网格算法适应多种类型的问题
。

( 6) 对通常的偏微分方程系统
,

只需对其主部和次主部考虑光滑效应
。

限制与延拓 主要考虑算子的阶
,

它们依赖于原始方程中导数的阶
。

设含有 q 个未知函数

的 q 个微分方程
,

m 。
表示第 j 个未知函数在第 i 个方程中的最高导数的阶

。

设这 j 个未知函数

在限制和延拓过程中相互独立
。

令耐 表示第 j 个未知函数的延拓阶
,

m
`

表示第 i 个方程残差

限制阶
。

则应有以下关系式成立

( 1) 低频调和空间中高频通过粗网格校正振幅被放大
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1 +o( 习
* 二 ` +。 ,

一
, )

倍
。

故为了避免由于粗网格校正引起高频振荡
,

应有 m
`
+ 耐之 m

` , ,

同时也可以看出
,

m
、
+ mj

> m
` ,

+ 1是不必要的
。

( 2) 细网格限制时
,

每个高频对低频振幅的贡献为 O h( 吟 一 、 )
,

故应有 、 之m 。
对那些高

、

低频相互祸合的松弛方法
,

如红一黑序 G au
s s 一

eS ide l 迭代
,

还应有

m
`

> 习
*

( m
。 一 r * ,

)

其中 0 (八
,
) 为高频误差在第 j 个方程由于松弛所产生的对低频的贡献

。

( 3) 对完全多重网格算法 ( F M G )
,

第 j 个未知函数从粗网格到细网格第一次延拓的阶砚

必须满足 砚全 P 十 l , ,

以保证细网格上第一次出现的高频误差的阶不小于微分方程的离散阶

P
,

其中 l
,

为第 j 个方程微分算子的阶
。

另外
,

还有边界近似阶的影响等等
,

请参看文献 〔3
,

3 1〕
。

对对称正定椭圆型算子
,

一

般使得限制与延拓算子相互共扼
。

网格粗化策略 从程序设计的模块化
、

易移植性出发 (尤其对并行机 )
,

一般采用标准网

格粗化策略 (步长在所有方向扩大一倍 )
。

但为了保持点松弛
,

对某些特殊问题
,

可以采用半

粗化策略
,

即仅粗化次祸合方向网格
,

使之也变为强藕合方向
。

粗网格上方程离散格式和迭

代方法都可以与细网格上的不同
,

对对称正定算子
,

典型代表 为 G al er sk i 近似
。

套迭代技术 一般采用 V 或 W 循环
,

W 循环能保持收敛因子不随网格层的变化而变化
,

具有 R o b us t 性
,

但代价相对昂贵
;
当网格层不多时

,

V 循环具有同样的性质
,

但计算量小
,

因此更受欢迎
。

除此之外
,

还存在 S 循环 2l[ 〕
、

F 循环卿〕 ,

它们的性能介于 v 循环与 W 循环

之间
,

视具体情形可分别采用
。

可以看 出
,

针对不同的问题
,

多重网格算法的各个部分可以变化
,

相互组合
,

以达到最

优
。

只有把握了基本原理
,

从模型问题到实际复杂间题进行系统的数值实验
,

仔细选择各个

部分
,

才能对不同的间题获得令人满意的与步长 h 无关的收敛效果
。

现在
,

理论上的证明远

远跟不上实际应用的效果
,

有待人们的进一步探索
。

这里我们只对多重网格算法的一些基本

性质进行了总结
,

至于具体到非线性间题 3[,
` ,

,
3`〕 ,

如何追求 R ob
u st 性

,

与 自适应技术的结

合 s[, ” 〕 ,

快速组合多重网格技术 (F A C )z[
`〕

,

非椭圆型问题阁等等
,

请参看相关文献
。

3 已取得的成果和待扩充领域

本部分总结主要源于文献 「5
,

7
,

27
,

31 〕
,

并只讨论经典串行应用
。

多重网格算法经过近 20 年的研究
,

在经典应用领域— 线性和非线性
、

标量和非标量椭

圆型间题取得了丰硕的成果
,

每个未知量只需十多次算术运算便能在误差允许范围内正确求

解
,

具有内在并行性
,

并且能适应这些情况
:

自由边界问题
,

狭小区域问题
,

各种类型的奇

异与非连续性
,

局部网格细化
,

严重非线性问题
,

区域中含有粗网格上不可见的小洞问题
,

高

振荡边界问题等等
。

在弹性力学
,

网格生成技术方面也取得了同样的效率
。

类似于椭圆型问题
,

从 80 年代开始
,

多重网格算法已深入到计算流体力学 (C F D )
,

时间

相关间题
、

波动方程
、

积分方程等领域 3[,
` 8

,
3 `〕

。

对流体力学 E ul er 方程
、

S to ke
s
方程

、

N va i e r -

tS o
ke

s
方程

、

位势方程中的大量定常与非定常问题
,

加入人工粘性
,

采用适当的离散格式
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(如迎风格式
,

矢通量分裂格式
,

半离散格式 ) 后
,

能以同样的效率求解
。

在牺牲一至几个数

量级效率条件下
,

可以成功求解含单族或多族特征线的高雷诺数不可压缩流问题
〔5〕 。

多重网格算法在求解来自波动方程的高不适定问题时
,

效果非常不理想
,

但如果转化为

积分问题
,

则效果要好得多
。

同样
,

这种转换也适合求解特征值或特征函数问题
。

对时间相关抛物型问题
,

不但在求解隐式离散格式时与椭圆型算子具有同样的效率
,

而

且只要问题本身在时间方向上光滑
,

则求解过程在时间方向访问细网格的次数很少
,

能迅速

达到稳定状态
。

多重网格算法被推广到别的领域
,

取得了大量成果
,

如统计物理中的快速 M o nt e 一 C ar lo 方

法
,

积分变换
,

人工智能中 N 个体的相互关系识别
,

全局优化问题
,

图象处理
,

量子色动力

学 ( Q C D )图等等
。

同时
,

多重网格技术与别的领域中高效方法结合
,

产生了许多新方法
,

如

高精度谱多重网格算法哪
」,

处理非规则 间题的代数多重网格方法 4j[
,

与有限元结合的协调
、

非

协调元多重网格算法哪〕
,

非结构网格上多重网格算法川等等
。

4 经典多重网格并行计算的几个瓶颈问题

多重网格算法发展的 20 年
,

也是并行计算机飞速发展的 20 年
。

从标量机到向量机
,

从

共享存储多处理机系统到分布式存储多处理机系统
,

一直到当今流行的 M P P 系统和工作站

机群
,

都吸引着人们将许多有效的串行程序移植到各种类型的机器上
。

由于多重网格算法的

数值高效性
,

自它诞生以来
,

人们就致力于其原理并行度探讨阮
3。 , ` 。〕

,

在向量机 仁̀ ’ 〕
、

SI M D 类

型机器哪〕
、

超立方体
〔 8」
等各种类型并行计算机系统上从模型问题到复杂问题

、

从简单区域到

复杂区域
、

从椭圆型问题到时间相关问题进行了大量的研究
。

但早期的工作比较凌乱
,

基于

原理性和细粒度 P R A M 并行计算模型的讨论比较多
,

离实用还存在一段距离
。

系统地探讨多重网格并行化工作得归功于德国的 G M D咖〕
。

他们在各种类型的机器
,

包括

C r a y Y
一

M P
,

I n t e l i p s 。 / 5 6 0
,

M e i k o ,

S U P R E N U M
,

N e u b e ,

C M
一

2
,

C M
一

5 等工作站机群上
,

对经典多重网格算法的并行化进行了大量的实验
,

提出了一些有效实现方法
,

仔细探讨了多

重 网格算法的并行效率
。

这些工作主要包含在文献 「1 6
,

25
,

28
, 2 9 ] 中

。

目前
,

多重网格算法成熟的并行化工作主要集中于 串行程序的并行化
,

在尽量不影响算

法收敛性前提下考虑并行
,

这样能保持原有算法的数值高效性
。

并行化方法主要可分为两种
:

对规则区域采用网格划分
,

将原始网格划分成几块
,

分配给各台处理机
,

并且相互包含相邻

网格块的拟边界信息
;
对复杂区域采用块结构方法

,

根据几何外形将区域划分成几块到几十

块
,

每块适当变换成规则区域
,

在这些规则子区域上进行多重网格的计算
。

大量试验和理论

结果表明
,

经典多重网格算法的并行化工作存在以下几个瓶颈 问题
。

( l) 经典多重网格算法本身属于 G a’u ss
一

se ide l 类型算法
,

层与层之间的计算相互关联
。

( 2) 对分布式存储系统
,

当处理机台数较多时
,

粗网格上通讯所占的比重将远远大于计

算量
,

并行效率损失严重
。

( 3) 细网格松弛过程中
,

边界信息更换次序的混乱可能导致精度的污染
。

如果保持串行

边界信息的更换次序
,

则频繁的等待与信息交换也将影响效率的发挥
。

( 4) 算法可伸缩性差
,

属于中度并行问题
,

只适于在几台或十多台处理机上运行
。

尤其在进入当前每台处理机功能很强的并行计算时代
,

问题 ( 1) 和问题 ( 2) 将显得更
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为严重
。

虽然人们对以上瓶颈问题进行了大量改进
,

例如 P
.

F er d er ic k so n
的并行超收敛技

术 l4[ 〕
,

文献 〔1 7〕 中的减少粗网格访问次数
,

但都不能改变经典多重网格算法的中度并行性

质
。

那么
,

对于大规模并行计算
,

多重网格算法的并行效率将是一个非常令人担忧的问题
。

5 多重网格算法的大规模并行计算

当前并行计算朝协同方向发展 l5[ 〕
,

即大量同构或异构型功能较强的处理单元通过高性能

网络相互连接
,

协同地求解大规模科学与工程计算问题
。

其典型代表为 M P P 和工作站机群
。

一般具有以下特点
:

( 1) 分布式存储
。

(2 ) 拥有大量处理单元
,

几十到儿百个甚至上千个不

等
,

每个处理单元功能较强
,

类似于当前流行的工作站核心部分
,

每秒几千万次到几亿次甚

至几十亿次浮点结果
。

( 3) 拥有高性能互连网络
。

在这样一个环境下
,

实践证明高效率的获取一般通过以下途径
:

( l) 数据并行或区域分

解
:

将任务按区域进行分割
,

分配给各台处理机完成
。

计算过程中处理机间可进行适当通讯
,

局部通讯比全局通讯更受欢迎
。

但只要全局通讯不频繁
,

也不会成为并行效率的障碍
。

( 2) 大

粒度并行
,

相对增加数值计算比重
。

而影响并行效率的关键因素为
:

( 1) 负载平衡 ; (2 ) 通

讯与负载的比例
; (3 ) 计算与通讯的重叠

,

屏蔽通讯延迟时间
。

针对以上并行计算特点
,

获取较高的经典多重网格算法并行效率难度比较大
,

因此必须

寻求新的途径
,

与当前流行的另一数值方法
:

区域分解算法有效结合
。

区域分解算法 20[ 〕是随着并行计算机的产生而产生的数值计算方法
。

它将问题的求解区域

划分成几个或几十个相互重叠或不重叠子区域
,

分配给各台处理机
。

这些子区域相互包含相

邻区域的拟边界信息
,

相互迭代共同求解同一问题
。

早期典型代表为 cS h w ar z
类型算法

,

具

有很好的局部性
,

负载平衡能力强
,

并行效率高
,

程序设计简单
。

但是收敛速度与各子区域

间重叠区域大小相关
,

数值效率低
,

当子区域个数较多时
,

这种现象更为明显
。

0
.

W id ih dn 32[ 〕

指出
,

类似于这种没有任何全局信息交换的区域分解算法
,

迭代条件数至少为 。 (

命
,

,

其中

H 为所有子区域直径的最大值
,

即随着子区域个数的增加
,

条件数呈平方增长
,

这无疑给大

规模并行计算带来困扰
,

迫切要求出现条件数与子区域个数无关的区域分解算法
。

为此
,

早

期有 J
.

Br
a m bl e

l[] 等人的迭代子结构方法
,

实际上为非重叠区域分解算法
,

程序设计稍微复

杂
。

后来出现了 D r y ja
与 0

.

W id l u n d 针对对称正定问题提出的叠加型 S e h w a r :
算法 [` ,〕

,

或小

区域重叠型区域分解算法山 〕
,

其条件数与子区域个数无关
,

且适合于大规模并行
。

多重网格与区域分解的结合可分为两种策略
:

第一种
,

利用多重网格算法近似求解子区

域问题
。

这是很自然的想法
,

并行效率依赖于区域分解算法
,

而数值效率来源于二者的结合
。

关键技术在于如何进行全局通讯以及保持负载与通讯的平衡
。

第二种策略
,

改进现有经典 G ua
s s 一

se ide l 型多重网格算法
,

使之变为 Jac o ib 型多重网格

算法
。

这一工作得归功于 J
.

Br
a m bl e ,

J
.

X u
等学者的子空间校正算法

。

对对称正定问题
,

他

们利用子空间校正思想将所有迭代方法统一在一个理论框架内
,

并给出了理论上的统一证明
。

所有迭代方法被归纳为两类
:

连乘型 ( G u as s 一

eS ide l 型 ) 和叠加型 ( Jac o ib 型 )
。

求解区域被

划分为许多不同的子空间
,

所有子空间上的间题都可以单独求解
,

并通过共扼梯度法相互联

系求解原始问题
。

连乘型算法的各个子空间问题求解时相互关联
,

收敛性较好
,

适合于串行
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机
;而叠加型算法的各个子空间问题可以独立求解

,

收敛性稍差
,

但并行度高
,

适合于大规

模并行机
。

于是
,

多重网格算法在理论上得到升华
,

与别的迭代算法
,

如区域分解
,

本质上

是 一致的
,

仅仅为子空 间划分不 同
,

许多 人 习惯上称此 时的多重网格算法为多水平

(m u ilt le ve l) 方法
。

目前
,

这种新的理论框架正在被推广到非对称问题
、

不适定间题和其它领

域
。

自然
,

多重网格算法也会得到新的发展
。

视多重 网格算法的每层网格为求解区域的一个有限元离散
,

则问题可在不同层网格上求

解
。

若采用连乘型算法
,

则类似于经典多重网格技术
,

层与层之间相互关联
;
若采用叠加型

算法
,

则所有层 网格上的问题可独立并行求解
,

都可以视为原来问题解在该层上 的校正
,

最

后由共扼梯度法综合所有校正值
,

获得原始间题的近似解
。

已经证明
,

不管哪种算法
,

收敛

因子都与未知量个数和网格层数无关
。

这样
,

我们可以根据并行计算机的特点
,

选择不同的

子空间
,

甚至将每层网格再划分成多个子区域
,

采用叠加型算法
,

可以实现大规模并行
。

这

方面的典型代表为 X
.

z h a n g 的多水平 S hc w ar z
算法卿〕 ,

它是区域分解与多重网格的一种结

合方式
。

从这一理论框架出发
,

充分考虑到并行计算中负载
、

·

通讯平衡
,

并行与数值效率的

权衡
,

实现的难度
,

计算与通讯的重叠等各个方面
,

能够突破经典多重网格算法的中度并行

特性
,

在大规模并行计算机上获得很好的综合效率
。

参 考 文 献

仁l」 Br
a m b l e J

,

P a s c i a k J
,

X u j
.

P a r a lle l M u l t i l e v e l p r e e o n d i t i o n e r s
.

M a t h
.

C o m p u t
. ,

1 9 9 0 ,

5 5 ( 1 9 1 )
:

1一2 2
.

[ 2〕 B r a n d t A
.

M u l t i l e v e l a d a p t i v e s o lu t i o n s t o bo u n d a r y v a lu e p r o bl e m s
.

M a t h
.

C o m p u t
. ,

1 9 7 7
,

3 1
.

〔3〕 B r a n d t A
.

M u l t ig r id T h e h n iq u e s :
19 8 4 G u id e ,

w i t h a p p l i e a t i o n s t o f lu id D y n a m i e s ,

G M D
一
S t u d ie n N r

.

8 5
, 19 8 4

.

〔4 〕 B r a n d t A
,

A lg e b r i e M u l t ig r id T h e o r y :
T h e S y m m e t r i e C a s e

.

A p p l
.

M a t h
.

a n d C o m p u t
. ,

1 9 8 6
,

19 ( l一4 ) ; 2 3一 5 6
.

仁5〕 B r a
nd t A

,

M u l t i s e a le e o m p u t a t i o n a l m e t h o d s : : e s e a r e h a e t i v i t i e s ,

M u l t ig r i沙 C o u r s e 兮2
,

P B 9 3
一

13 39 1 6
,

1 9 9 2
.

[ 6〕 B r a n d t A
.

T h e o r e t i e a l p a r a lle l m u l t ig r i d
,

M u l t ig r id C o u r s e ,9 2
,

P B 93
一

13 3 9 1 6
,

1 9 9 2
.

[ 7〕 B r ig g s W
.

M u l t ig r id t u t o r i a l
,

s IA M
,

P h i l a d e ig h i a ,
1 98 7

.

〔8」C h a n T
,

S a a d Y
.

M u l t ig r id a lg o r i t h m s o n t h e h y p e r e u be m u l t ig r id p r o e e s s o r s ,

I E E E T r a n s
.

C o m p u t
. ,

1 9 8 6
, e一 3 5

( 1 1 )
,

9 6 9一 9 7 7
.

[ 9 〕 C h a n T
.

M u l t ig r id a n d OD m a in

eD
e o m p o s

i t i o n M e t h o d s f o r E l l ip t i e p r o b l e m
s o n U n s t r u e t u r e d M e s h e s ,

T h e s t h i n t e r n
.

c o n f
.

o n D D M
,

1 9 9 5
,

eB i j in g ,

C h in a
.

〔1 0〕 伪
u g la s C C

.

A R e v i e w o f N u m e r o u s P a r a l l e l M u l t ig r id M e t h o d s ,

S IA M N e w s ,

2 9 9 2
,

2 5 ( 3 )
.

仁1 1〕 oD
u g la s

C C
.

M G N e t iB b l i o g r a p h y ,

伍t o b e r ,

1 9 9 5
.

[ 1 2〕 Dr
y ja M

,

w id lu n d 0
.

T o w a r d s a u n i f i e d t h e o r y o f d o m a i n d e e o m p o s i t i o n a lg o r i t h m s f o r e l l ip t i e p r o bl e m s
.

I n T h i r d I n t e r -

n a t l o n a l S y m卯
s iu m o n

oD m a i n

eD
e o m p o s i t i o n M e t h od

s
fo

r P a r t i a l 以 f fe r e f t i a l E q u a t i o n s ,

T
.

C h a n ,

R
.

G l o w in s k i
,

J
.

P亡r i a u x a n d 0
.

W id lu n d e d s
. ,

匆
c i e t y f o r In d u s t r i a l a n d A p p li e d M a t h e m a t i e s ,

P h i la d e lp h i a ,

P A
,

1 9 9 0
.

仁1 3〕 D r y 终 M
,

W id l u
dn O

.

L心 m a i n d e e o m p o s i t i o n a lg or i t h m s w i t h s m a ll o v e r l a p
.

SI A M J
.

cS i
.

C o m p u t
. ,

1 9 9 4 ,

1 5

( 3 )
: 6 0 4

一
6 2 0

.

[ 14 ] F r e d e r ; e k s o n P
,

M a B
r y a n 0

.

P a r a ll e l s u p e r e o n ve r g e d m u l t ig r id
,

in P r o e e e d in g s o f t h e T h i r d C o p p e r M o u n t a in C o n f e r -

e n e e o n M u l t ig r id M e t h o d
s ,

5
.

M e C o r m i e k e d
. ,

M a r e e l 块k k e r ,

N Y
,

1 9 5 7
, p p

.

1 9 5
一

2 2 0
.

〔1 5〕 F o x G
,

W i l l ; a m s R
,

M e s s in a p
.

p a r a lle l OC m p u t in g W
o r k s

.

M o r g a n K a u fm a
nn P u b li s e h e r s ,

I n e
. ,

as
n F r a n e i s e o ,

C a l i f o r n i a ,

1 9 9 4
.

「2 6〕G a r t e l U
,

R e s s e l L
.

P a r a l l e l m u l t ig r id
:

G r id P a r t i t i o n in g v e r s u s

eD m a i n

块
e o m p o s i t io n ,

A r be i t s p a p i e r e d e r G M D
,

N r
.

5 9 9 ,

1 9 9 1
.

仁1 7〕 G u p t a S N
,

Z u b a i r M
,

G
r o s e

h C
.

A mu l t ig
r

id a lg o r i t h m fo r p a r a l l e l e o m p u t e r s :
e P M G

,

J
.

cS i
.

C o m p u t
. ,

一, , 2
,

7 ( 3 )
.

〔1 5」 H
a e k b u s h w

.

M u l t ig
r

i d m e t h o d s a n d a p p li e a t i o n s ,

孙
r in g e r V e r la g ,

1 9 8 5
.



第 1期 李晓梅等
:

多重网格算法综述 1 1

〔 9 1] Ho l te r
W

.

A ve e to rie z d mu l tig ri d、 o le v r
o f

r t he t hre e di me ns i o n a l po i
s s o ne q u a tio n

.

A p户 1
.

M a t h
.

a n d Co mpu t
.,

19 8 6
,

19
,

( 1一 4 )
:

1 2 7一 1 4 4
.

〔20 〕 吕涛
.

区域分解算法
,

北京
:

科学出版社
,

19 9 .2

[ 2 1〕L y e n g a r S
,

G o y a l A
,

C o m p a r i s o n o f 5 a n d V e y e le s in m u l t ig r id m e t h od
s f o r line

a r e l lip t i。 e q u a t i o n s w i t h v a r i a b l e e oe f f i
-

e i e n t s
.

N u

me
r i e a l M e t h o d s fo r P a r t i a l 以 ff e r e nt i a l E q u a t i o n s ,

1 9 92
,

8 ; 1 1 3
一

12 5
.

口2〕 v a n d e r M a a r e l H T M
.

A d a p t i v e m u l t ig r id fo r t h e s t e a d y E u le r e q u a t i o n s
.

C o m m
.

in A p p l
.

N u

me
r

.

M e t h o d s ,

1 9 9 2
,

8
:

7 4 9一 7 6 0
.

仁2 5〕 M a n d e l J
.

o n t h e M u l t i肛 id F
一

C界 l e
.

A p p l i e d M a t h
.

a n d C o m p u t
. ,

2 9 9 0 ,

3 7 : 1 9一 3 6
.

[ 2 4 ] M e

yB
a n 0

.

T h e S U P R E N U M a n d G E N E S I S p r o je e t s
.

P a r a lle l C o m p u t in g ,

1 9 94
,

2 0
:

1 3 8 9一 1 3 96
.

[ 2 5」 M e

yB
a n o

,

F r e d e r i e k s o n P
,

L in d e n
J

e t a l
.

M u l t ig r id m e t h o d s o n p a r a l l e l c o m p u t e r s

—
A s u r v e y o f r e e e n t d e v e lo p -

m e n t s
.

I m p a e t o f e o m p u t in g in s e i e n e e a n d e n g in e e r in g ,

1 99 1
,

13
:

1一 7 5
.

币

[ 2 6〕 M e C o r m i e k S
,

T h o m a s
J

.

T h e F a s t A d a p t ive C o m p o s i t e G r id ( F A C ) m e t h o d s f o r e llip t i e e q u a t i o n s
.

M a t h
.

C o m p u t
. ,

1 98 6
,

4 6 ( 1 7 4 )
:

4 3 9一 4 5 6
.

[ 2 7〕 M e

oC
r m i e k 5 e d

. ,

M u l t ig r id m e t h o d s ,

F r o n t i e r s i n a p p l ie d m a t h e m a t i e s ,

V o l
.

5
,

S I A M
,

P h i la d e l ph i a ,

1 9 8 7
.

〔25 ] R i t dz o r f H
,

cS h u lle r A e t a l
.

L `

SS —
A n e n v i r o n m e n t f o r t h e p a r a l l e l m u l t ig r id s o l u t io n o f p a r t i a l d i ff e r e n t i a l e q u a t io n s

o n g e n e r a l Z D d o

ma i n s
.

P a r a l l e l C o m p u t in g ,

19 94
,

2 0
:

1 5 5 9一 15 70
.

[ 2 9〕 cS h i e w e e k F
.

A p a r a lle l m u l t ig r id a lg o r i t h m f o r s o lv in g t h e N a v i e r 一 S t o k e s e q u a t i o n s
.

im p a e t o f e o m p u t ing i n s e i e n e e

a

nd
e n g i ne

e r in g ,

1 9 9 3
,

5
:

34 5一 37 8
.

〔3 0〕 T u m in a r o a R
,

W
o m b l e D

.

A n a l y s i s o f t h e m u l t ig r id F M V c y e le o n l a r g e 一 s e a l e p a r a ll e l m a e h in e
.

S I A M J
.

cS i
.

C o m p u t
. ,

1 9 9 3
, 14 ( 5 ) ; 1 1 5 9一 1 17 3

.

[ 3 2 ] W e s s e li飞 P
.

A n in t r o d u e t i o n t o m u l t ig r id m e t h o d s
.

p u r e a

nd A p p l i e d M a t h e m a t i e s s e r i e s ,

J o h n
W i le y a n d oS

n s ,

19 9 2
.

〔3 2〕W id lu
nd 0

.

I t e r a t i v e s u b s t r u e t u r in g m e t h o d s :
A lg o r i t h m s a

nd
t h e o r y f o r e llip t i e p r o b l e m s in t h e p l a n e ,

i n F i r s t In t o r n
.

S y m p
.

o n D D M fo r p a r t i a l d i f fe r e n t i a l e q u a t i o n s ,

R
.

G l o w i n s k i
,

G
.

H
.

G o l u b
,

G
.

A
.

M e u r a n t et a l
.

e d s
. ,

S I A M
,

P h i l a d e l P h i a ,

1 9 8 8
.

[ 3 3〕 X u J
.

T h e o r y o f m u l t ig r id m e t h o d s ,

P h
.

D
.

t h e s i s ,

C o r n e ll U n i v e r s i t y ,

I t h a e a ,

N Y
,

R e p A M
一 4 5

,

P e n n s y l v a n n i a

S t a t e U n i v e r s i t y ,

U n i v e r s i t y P a r k
,

P A
,

1 9 8 9
.

仁34 ] X u
J

.

It e r n a t i v e m e t h o d s b y s p a e e d e e o m p o s i t i o n a

dn
s u b s p a e e e o r r e e t i o n ,

S I A M R e v i e m
,

1 9 9 2
,

3 ` ( 4 )
:

5 8 1
一 6 1 3

.

〔35 〕 蔚喜军
.

协调和非协调有限元多重网格算法
,

博士论文
,

中科院计算中心
,

1 9 9 .4

〔3 6〕 Z a n g T
,

H u s s a in i M
.

o n t h e s

伴
e t u r a l m u l t ig r id s fo r t i me

一
d e p e

nd
e nt N a v i e r 一 S t o k e s E q u a t i o n s ,

A p p l
.

M a t h
.

a n d C o m
-

P u t
. ,

1 9 8 6
,

1 9 ( 1一4 )
.

厂3 7 ] Z h a

飞 X
.

M u l t i le v e l cS h w a r z M e t h od
s

.

N u m e r
.

M a t h
. ,

1 9 9 2
,

` 3
:

5 2 1一 5 3 9
.

V I E W P O I N T S O F M U L T I G R I D A L G O R I T H M S

L i X i a o
m

e i M o Z e y a o

( D 日户t
.

of C洲吵u

ter
,

N 口 t
俪

a l U 二 iv er
s

iyt of D倒几”
ce

,

hC
a n g , h a 4 1 0 0 7 3 )

A b s t r a e t T h e b a s ie p h y s i e a l b a e k g r o u n d s , a p p l i e d r u l e s a n d r i e h a p p l ie d r e s u l t s o f m u l t ig r id

a lg o r i t h m s a r e s u r v e y e d i n t h i s p a p e r
.

A t t h e s a m e t im e ,

w e i n v e s t i g a t e t h e b o t t l e n e e k p r o b
-

l e m s t o d e e r e a s e t h e p a r a l l e l e f f i e i e n e y o f m u l t i g r i d a l g o r i t h m s ,

d i s e u s s t h e l a t e s t o r f u t u r e d e -

v e l o p m e n t s o f p a r a l l e l m u l g r id e o m p u t a t i o n s u n d e r t h e n e w u n i f o r m t h e o r y
·

K e y w o r d s
m

u l t i g r id a lg o r i t h m s ,

i t e r a t i o n s , e o a r s e r g r id .c o r r e e t i o n ,

p a r a l l e l c o m p u t i n g


